
第 2章测试题

姓名： 学号：

1. 设随机变量 X 的分布函数

F (x) =

a+ b/(1 + x)2, x > 0,

c, x ≤ 0

求 a, b, c的值。

2. 设 F (x) 与 G(x) 都是分布函数，则下列各个函数中可以作为随机变量的分布函数的是

（ ）。

A. F (x) +G(x)

B. 2F (x)−G(x)

C. 0.3F (x) + 0.7G(x)

D. 1− F (−x)

3. 假设随机变量 X 的绝对值不大于 1，

P{X = −1} =
1

8
, P{X = 1} =

1

4
,

在事件“−1 < X < 1”发生的条件下，X 在 (−1, 1)内任一子区间上取之的条件概率与

该子区间的长度成正比。试求：

(a) X 的分布函数 F (X)；

(b) X 取负值的概率 p。

4. 一汽车沿一街道行驶，需要通过三个设有红绿灯的路口。每个信号灯为红或绿与其他信
号灯为红或绿相互独立，且红绿两种信号显示的时间相等。以 X 表示该汽车驶过这条

街道途中所遇到红灯的个数，求 X 的概率分布和分布函数。

5. 设随机变量 X 的概率密度函数为

f(x) =

ax+ b, 0 < x < 1,

0, others,

又已知 P{X < 1
3
} = P{X > 1

3
}，求：

(a) 常数 a, b；

(b) 分布函数 F (X)；
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(c) P{1
4
< X < 1

2
}。

6. 设随机变量 X 的概率分布律为

P{X = k} =
c

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

则 P{X > 1} =（ ）。

7. 设顾客在某银行的窗口等待服务的时间 X ∼ Exp
(
1
5

)
（以分钟计）。某顾客在窗口等待

服务，若超过 10分钟，他就离开。他一个月要到银行五次，以 Y 表示一个月内他未等

到服务而离开窗口的次数，写出 Y 的分布律，并求 P{Y ≥ 1}。

注：指数分布 Exp (λ)的概率密度函数和分布函数分别为：

f(x) = λe−λx, x > 0; F (x) = 1− e−λx, x > 0.

8. 设随机变量 X 在 (0, 1)上服从均匀分布，令

Y =

x2, x ≤ 1
2
,

x, x > 1
2
,

求 Y 的分布函数。
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第 2章测试题参考答案

1. 解：由 F (−∞) = 0 ⇒ c = 0, F (+∞) = 1 ⇒ a = 1,又 F (x)在 x = 0右连续，即

F (0 + 0) = F (0) ⇒ a+ b = c ⇒ b = −1.

故 a = 1, b = −1, c = 0。

2. 分布函数的四个基本性质：

(a) 取值范围：0 ≤ F (x) ≤ 1；

(b) 单调不减：x1 < x2 ⇒ F (x1) ≤ F (x2)；

(c) 端点极限： lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1；

(d) 右连续：对任意 x0，lim
x↓x0

F (x) = F (x0)。

对各选项的分析：

(A) F (x) +G(x)：不满足端点极限的规范性，

lim
x→+∞

[F (x) +G(x)] = lim
x→+∞

F (x) + lim
x→+∞

G(x) = 1 + 1 = 2 ̸= 1.

因此不是分布函数。

(B) 2F (x)−G(x)：一般不满足单调不减性。即使 F,G本身单调不减，线性组合 2F −G

也可能在某些区间下降，故不能保证为分布函数。

(C) 0.3F (x)+ 0.7G(x)：凸组合保留四个性质——取值仍在 [0, 1]，保持单调不减，极限

仍为 0与 1，且右连续性在凸组合下也保持。因此满足分布函数的四个条件。

(D) 1− F (−x)：不一定右连续。给出反例

F (x) =

0, x < 0,

1, x ≥ 0,

则

1− F (−x) =

0, x ≤ 0,

1, x > 0.

在 x = 0处有 lim
x→0+

[1−F (−x)] = 1,但 1−F (−0) = 1−F (0) = 0，故在 x = 0处不

右连续，因而不是分布函数。

结论：只有 (C)可作为随机变量的分布函数。
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3. 解：当 x < −1时，F (x) = 0；当 x = −1时，F (x) = P{X ≤ −1} = 1/8；当 x ≥ 1时，

F (x) = 1。

由条件 P{−1 < X < 1} = 1 − 1
8
− 1

4
= 5

8
。在区间 (−1, 1)内，X 的条件分布为均匀分

布，因此：

P{−1 < X ≤ x | −1 < X < 1} =
x+ 1

2
, −1 < x < 1.

故

F (x) =


0, x < −1,

5x+7
16

, −1 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

另外，

p = P (X < 0) = F (0) =
7

16
.

4. 解： X 为红灯个数，服从二项分布：

X ∼ B(3, 1
2
), P (X = k) =

(
3

k

)(
1
2

)k (1
2

)3−k
, k = 0, 1, 2, 3.

即：
X 0 1 2 3

P 1
8

3
8

3
8

1
8

分布函数为：

F (x) =



0, x < 0,

1
8
, 0 ≤ x < 1,

1
2
, 1 ≤ x < 2,

7
8
, 2 ≤ x < 3,

1, x ≥ 3.

5. 解： (1)因为 f(x) = ax+ b是概率密度函数，有∫ 1

0

(ax+ b) dx = 1 ⇒ a

2
+ b = 1. (1)

又 P{X < 1
3
} = P{X > 1

3
}，即∫ 1/3

0

(ax+ b) dx =

∫ 1

1/3

(ax+ b) dx.

计算得
a

18
+

b

3
=

4a

9
+

2b

3
⇒ a = −3

2
, b =

7

4
.

故

f(x) =

−3
2
x+ 7

4
, 0 < x < 1,

0, 其它.
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(2)由此积分得分布函数：

F (x) =


0, x < 0,

−3
4
x2 + 7

4
x, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

(3)
P
{

1
4
< X < 1

2

}
= F (1

2
)− F (1

4
) =

19

64
.

6. 解：由归一性条件

∞∑
k=0

P (X = k) = 1 ⇒ c
∞∑
k=0

1

k!
= ce = 1 ⇒ c =

1

e
.

因此

P (X = k) =
e−1

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

于是

P (X > 1) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) = 1− 1

e
− 1

e
= 1− 2

e
.

7. 解：设顾客等待时间 X ∼ Exp(λ)，其中 λ = 1
5
。若超过 10分钟未等到服务，则离开。

P (X > 10) = e−λ·10 = e−2.

每次去银行是否离开相互独立，月内共 5次，故 Y ∼ B(5, p)，其中 p = e−2。

P (Y = k) =

(
5

k

)
(e−2)k(1− e−2)5−k, k = 0, 1, 2, . . . , 5.

于是

P (Y ≥ 1) = 1− P (Y = 0) = 1− (1− e−2)5 ≈ 0.5167.

8. 解：令 X ∼ U(0, 1)，并定义分段变换

Y =

X2, X ≤ 1
2
,

X, X > 1
2
.

先给出 Y 与 X 的对应关系曲线（在 X = 1
2
处有跳跃）：

由分布函数定义 FY (y) = P (Y ≤ y)，分五段讨论即可：

(a) 当 y ≤ 0时，FY (y) = 0。

(b) 当 0 < y ≤ 1
4
时，只有 X ≤ 1

2
的部分满足 X2 ≤ y，即 X ≤ √

y，故

FY (y) = P (0 < X ≤ √
y) =

√
y.
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图 1: Y与 X的函数关系图，其中 (1
2
, 1

4
)为关键点。

(c) 当 1
4
< y ≤ 1

2
时，X ≤ 1

2
的部分全部满足，而 X > 1

2
时无解，故

FY (y) = P (X ≤ 1
2
) = 1

2
.

(d) 当 1
2
< y < 1时，X ≤ 1

2
的部分概率为 1

2
，另加上 X > 1

2
且 X ≤ y的部分：

FY (y) =
1
2
+ P (1

2
< X ≤ y) = 1

2
+ (y − 1

2
) = y.

(e) 当 y ≥ 1时，FY (y) = 1。

因此，

FY (y) =



0, y ≤ 0,

√
y, 0 < y ≤ 1

4
,

1
2
, 1

4
< y ≤ 1

2
,

y, 1
2
< y < 1,

1, y ≥ 1.

由此可见，Y 的取值范围为 (0, 1
4
] ∪ (1

2
, 1)，且在区间 (1

4
, 1
2
]上分布函数恒为 1

2
。
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