
第三章 多维随机变量及其分布
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实例1     炮弹的弹着点的

位置 ( X, Y ) 就是一个二维

随机变量.

二维随机变量 ( X, Y  ) 的性质不仅与 X 、Y     

有关,而且还依赖于这两个随机变量的相互关系.

实例2    考查某一地区学前

儿童的发育情况 , 则儿童的

身高 H 和体重 W 就构成二

维随机变量 ( H, W ).

说明

研究多维随机变量的必要性
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一、二维随机变量及其分布函数

二、二维离散型随机变量

三、二维连续型随机变量

第一节 二维随机变量
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图示
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或二维随机变量

叫作二维随机向量由它们构成的一个向量

上的随机变量是定义在和设

它的样本空间是是一个随机试验　　设
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一、二维随机变量及其分布函数

1.定义
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实例1     炮弹的弹着点的

位置 ( X, Y ) 就是一个二维

随机变量.

二维随机变量 ( X, Y  ) 的性质不仅与 X 、Y     

有关,而且还依赖于这两个随机变量的相互关系.

实例2    考查某一地区学前

儿童的发育情况 , 则儿童的

身高 H 和体重 W 就构成二

维随机变量 ( H, W ).

说明
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2.二维随机变量的分布函数

(1)分布函数的定义

.

,),(

},{)}(){(),(  

:

,,,),(        

的联合分布函数和机变量

或称为随的分布函数称为二维随机变量

二元函数

对于任意实数是二维随机变量设

YX

YX

yYxXPyYxXPyxF

yxYX

== 
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y
),( yx

•

yYxX  ,

.

 ),(

域内的概率

在如图所示区的函数值就是随机点落　　 yxF
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(2) 分布函数的性质

),,(),(,

,),(1

1212

o

yxFyxFxxy

yxyxF

 时当意固定的

即对于任的不减函数和是变量

).,(),(,
1212
yxFyxFyyx  时当对于任意固定的

,1),(02
o  yxF

, y对于任意固定的 ,0),(lim),( ==−
−→

yxFyF
x

且有

,x对于任意固定的 ,0),(lim),( ==−
−→

yxFxF
y
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.1),(lim),( ==++

+→

+→
yxFF

y

x

.,),(

),0,(),(),,0(),(3
o

也右连续关于右连续关于即 yxyxF

yxFyxFyxFyxF +=+=

,0),(lim),( ==−−

−→

−→
yxFF

y

x

,,),,(),,(4 21212211

o
yyxxyxyx 对于任意

.0),(),(),(),(  21111222 −+− yxFyxFyxFyxF有
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证明 },{
2121
yYyxXxP 

 ,0

},{
212
yYyxXP =

},{
22
yYxXP =

.0),(),(),(),(
21111222
−+− yxFyxFyxFyxF故

},{
211
yYyxXP −

},{
12
yYxXP −

},{
21
yYxXP − },{

11
yYxXP +
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若二维随机变量 ( X, Y ) 所取的可能值是有

限对或无限可列多对,则称 ( X, Y ) 为二维离散型

随机变量.

二、二维离散型随机变量

1. 定义
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2. 二维离散型随机变量的分布律

.1,0
1 1

= 


=



=i j

ijij pp其中

 .   

, ),( 

,,2,1,,},{

,,2,1,),,(

),(

的联合分布律和或随机变量

的分布律变量称此为二维离散型随机

记值为

所有可能取的设二维离散型随机变量

YX

YX

jipyYxXP

jiyx

YX

ijji

ji





====

=
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二维随机变量 ( X,Y ) 的分布律也可表示为

X
Y          21 ixxx





jy

y

y

2

1
    12111 ippp

    22212 ippp



    21 ijjj ppp


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.),(.

 ~1    ,

 4,3,2,1   

的分布律试求整数值

中等可能地取一在另一个随机变量取值

四个整数中等可能地在设随机变量

YX

XY

X

解 :},{ 的取值情况是jYiX == ,4,3,2,1=i

.的正整数取不大于ij 且由乘法公式得

},{ jYiXP == ,
4

11
=
i

,4,3,2,1=i .ij 

的分布律为于是 ),( YX

例1
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Y
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( X, Y  ) 所取的可能值是

),0,0(

解

),1,0( ),0,1( ),1,1( ),2,0( ).0,2(

}0,0{ == YXP ,
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
















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
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例2   从一个装有3支蓝色、2支红色、3支绿色

圆珠笔的盒子里, 随机抽取两支, 若 X、Y  分别

表示抽出的蓝笔数和红笔数,求 ( X, Y ) 的分布律.

}1,0{ == YXP ,
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
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
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
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}2,0{ == YXP

}0,1{ == YXP

}0,2{ == YXP

}1,1{ == YXP ,
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故所求分布律为

X
Y 210

283 289 283

143 143 0

281 0 0

0

1

2
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例3   一个袋中有三个球,依次标有数字 1, 2,  2,

从中任取一个, 不放回袋中 , 再任取一个, 设每

次取球时,各球被取到的可能性相等,以 X, Y 分

别记第一次和第二次取到的球上标有的数字 ,

求 ( X,  Y ) 的分布律与分布函数.

(  X, Y  ) 的可能取值为 ),2,1(

,
3

1

2

2

3

1
}2,1{ ==== YXP ,

3

1

2

1

3

2
}1,2{ ==== YXP

.
3

1

2

1

3

2
}2,2{ ==== YXP

解 ),1,2( ).2,2(

1 2 2
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故 ( X , Y  ) 的分布律为

XY 21

2

1 310

3131

,
3

1
,0 22211211 ==== pppp

下面求分布函数.
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21

1

2

o x

y

)2,2()2,1(

)1,1( )1,2(

,11)1( 时或当  yx

),( yxF

),( yxF

,21,21)2( 时当  yx

,2,21)3( 时当  yx ),( yxF

},{ yYxXP =

;0=

11
p= ;0=

1211
pp += ;31=
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,21,2)4( 时当  yx ;31),(
2111
=+= ppyxF

,2,2)5( 时当  yx ),( yxF 22122111
pppp +++= .1=

21

1

2

o x

y

)2,2()2,1(

)1,1( )1,2(
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所以( X ,Y ) 的分布函数为

,21,2

.2,2,1

,2,21,
3

1

,11,0

),( 



















= yx

yx

yx

yx

yxF 或

或
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,  ),(  
 

=
xx yy

ij

i j

pyxF

说明

离散型随机变量 ( X ,Y ) 的分布函数归纳为

. , , 求和的其中和式是对一切满足 jiyyxx ji 
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1.定义

三、二维连续型随机变量

25



.1),(dd),()2( == 
+

−

+

−
Fyxyxf

.dd),(}),{( =
G

yxyxfGYXP

.0),()1( yxf

2.性质

内的概率为

落在点平面上的一个区域是设

G

YXxoyG ),(,)3(

.),(
),(

,),(),()4(
2

yxf
yx

yxF
yxyxf =




则有连续在若
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表示介于 f (x, y)和 xoy 平面之间的空间区域的全

部体积等于1.

,dd),(}),{( =
G

yxyxfGYXP

,1dd),( = 
+

−

+

−
yxyxf

3.说明

.

),(, }),({

为顶面的柱体体积

以曲面为底的值等于以 yxfzGGYXP =

.),(, 表示空间的一个曲面几何上 yxfz =
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}.{)2();,()1(

.,0

,0,0,e2
),(

),(

)2(

XYPyxF

yx
yxf

YX

yx





 

=
+−

求概率求分布函数

其它

具有概率密度设二维随机变量例4
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解  − −
=

y x

yxyxfyxF dd),(),()1(






 
=  

+−

.,0

,0,0,dde2
0 0

)2(

其他

y x
yx

yxyx



 −−

=
−−

.其他,0

.0,0),e1)(e1(
),(得　　

2 yx
yxF

yx
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},),{(}{ GYXXY =

}),{(}{ GYXPXYP =

(2) 将 ( X,Y )看作是平面上随机点的坐标,

即有

XY =

G

x

y

O

yxyxf
G

dd),(=

yx
y

yx
dde2

0

)2(

 
+ +

+−=

.
3

1
=
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推广 n 维随机变量的概念

.

),,,(

,

),(,),(),(},{

 , 

21

2211

维随机变量

维随机向量或叫做维向量

由它们构成的一个上的随机变量是定义在

设

它的样本空间是是一个随机试验设

n

nXXXn

S

eXXeXXeXXeS

E

n

nn



 ====

定义

元函数个实数对于任意 nxxxn
n
,,,,

21


},,,{),,,(
221121 nnn

xXxXxXPxxxF = 

.),,,(
21

联合分布函数的称为随机变量
n
XXX 
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1.  二维随机变量的分布函数

}.,{),( yYxXPyxF =

2.  二维离散型随机变量的分布律及分布函数

,},{ ijji pyYxXP === ;,2,1, =ji

.),( 




=

yy

xx
ij

j

i

pyxF

3.  二维连续型随机变量的概率密度

.dd),(),( vuvufyxF
y x

 − −
=

五、小结
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二、离散型随机变量的边缘分布律

三、连续型随机变量的边缘分布

一、边缘分布函数

四、小结

第二节 边缘分布
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一、边缘分布函数

?,,),(: 的分布如何确定的分布已知 YXYX问题

,},{),( yYxXPyxF = },{)( xXPxF =

}{ xXP  },{ = YxXP ),( = xF )(xFX=

.),( 的边缘分布函数关于XYX
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}{},{),()( yYPyYXPyFyFY ===

为随机变量 ( X,Y )关于Y 的边缘分布函数.   

.),(

),(},{}{,

.},{),(

,),(),(

的边缘分布函数关于为随机变量

称令

则

的分布函数为随机变量设

XYX

xFYxXPxXPy

yYxXPyxF

YXyxF

==→

=

).,()( = xFxF
X

记为

定义

,→x同理令
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.

),(),2,1(),2,1(

,,2,1},{

,,2,1},{

.,2,1,,},{

),(

1

1

的边缘分布律和关于关于

为和分别称

记

律为

的联合分布设二维离散型随机变量

YX

YXjpip

jyYPpp

ixXPpp

jipyYxXP

YX

ji

j

i

ijj

i

j

iji

ijji









==

====

====

====

••



=

•



=

•





定义

二、离散型随机变量的边缘分布律
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;,2,1,}{
1

=== 


=

ipxXP
j

iji

.,2,1,}{
1

=== 


=

jpyYP
i

ijj

X
Y

 ixxx 21





j
y

y

y

2

1 
12111 i
ppp


22212 i
ppp




ijjj
ppp

21



37



,),()(
1






=

==
xx j

ijX

i

pxFxF

.),()(
1






=

==
yy i

ijY

j

pyFyF

因此得离散型随机变量关于X 和Y 的边缘分布函
数分别为
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例1   已知下列分布律求其边缘分布律.

X
Y 10

49

16

49

12

49

12

49

9
1

0
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XY 10

42

12

42

12

42

12

42

6
1

0

}{ ii xXPp ==•

}{
jj
yYPp ==

•

注意

联合分布 边缘分布

解

+ +

+

+

7

4

7

3

1
7

4

7

3
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解

10987654321

1 2 2 3 2 4 2 4 3 4

0 1 1 1 1 2 1 1 1 2

例2

., 

   .)(

 ,   )(  .

10,,3,2,1

并求边缘分布律的联合分布律

和试写出的素数的个数是能整除

的正整数的个数是能整除设一个值

十个值中取等可能地在一整数

FDNNFF

NNDD

N

=

=



:   布律的联合分布律与边缘分和由此得 FD

样本点

D

F
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D

k
p

4321

101 104 102 103

F

k
p

210

101 107 102

4321

101 0 0 0

0 104 102 101

0 0 0 102

D
F }{ jFP =

101

107

102

}{ iDP = 101 104 102 103 1

或将边缘分布律表示为

0

1

2
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.),(

,d),()(

,d]d),([),()(

),,(

),,(

的边缘概率密度关于称其为随机变量

记

由于密度为

设它的概率对于连续型随机变量

XYX

yyxfxf

xyyxfxFxF

yxf

YX

X

x

X



 


−

−



−

=

==

定义

三、连续型随机变量的边缘分布
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同理可得 Y 的边缘分布函数

.d),()( 
+

−
= xyxfyfY

Y  的边缘概率密度.

,dd),(),()(  −

+

−
==

y

Y yxyxfyFyF
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.)(),(

.,0

,,6
),(

2

yfxf

xyx
yxf

YX

YX求边缘概率密度

其他

具有联合概率密度和设随机变量



 

=

解 yyxfxfX d),()( 
+

−
=

,10 时当  x xy =

2
xy =

O x

y )1,1(

yyxfxfX d),()( 
+

−
=

=
x

x
y

2
d6

例3
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,10 时或当  xx

.0d),()( == 
+

−
yyxfxfX

).(6
2
xx −=



 −

=
.,0

,10),(6
)(

2

其他
因而得

xxx
xfX

xy =

2
xy =

O x

y )1,1(
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,10 时当  y

xyxfyfY d),()( 
+

−
=

,10 时或当  yy .0d),()( == 
+

−
xyxfyfY



 −

=
.,0

,10),(6
)(

其他
得

yyy
yfY

=
y

y
xd6

).(6 yy −=

xy =

2
xy =

O x

y )1,1(
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的概率密度为设二维随机变量 ),( YX
















 −
+

−−
−

−

−

−


−
=

2

2

2

2

21

21

2

1

2

1

2

2

21

)())((
2

)(

)1(2

1
exp

12

1
),(

σ

μy

σσ

μyμx
ρ

σ

μx

ρ

ρσσ
yxf

.的边缘概率密度试求二维正态随机变量

,, +−+− yx

.11

,0,0,,,,,
212121

−



ρ

σσρσσμμ 且都是常数其中

例4
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解 ,d),()( yyxfxfX 
+

−
=

由于

21

21

2

2

2

2
))((

2
)(

σσ

μyμx
ρ

σ

μy −−
−

−

,
)(

2

1

2

12

2

1

1

2

2

σ

μx
ρ

σ

μx
ρ

σ

μy −
−







 −
−

−
=

于是

,dee
1π2

1
)( 1

1

2

2

0
2
1

2
1

)1(2

1

2

)(

2

21

y
σσ

xf
σ

μx
ρ

σ

μy

ρσ

μx

X 
+

−








 −
−

−

−

−−
−

−
=



,
1

1

1

1

2

2

2







 −
−

−

−
=

σ

μx
ρ

σ

μy

ρ
t令
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则有 ,dee
π2

1
)( 22

)(

1

2

2
1

2
1

t
σ

xf

t

σ

μx

X 
+

−

−
−

−

=

.,e
π2

1
)(

2
1

2
1

2

)(

1

+−=

−
−

x
σ

xf
σ

μx

X即

同理可得

二维正态分布的两个边缘分布都是一维正态分布,

.ρ并且都不依赖于参数

.,e
π2

1
)(

2
2

2
2

2

)(

2

+−=

−
−

y
σ

yf
σ

μx

Y
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请同学们思考

边缘分布均为正态分布的随机变量,其联合分

布一定是二维正态分布吗?

不一定.  答
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),sinsin1(e
π2

1
),(

),(

2

22

yxyxf

YX

yx

+=

+
−

的联合密度函数为令

.e
π2

1
)(,e

π2

1
)(

,),(,

22

22
y

Y

x

X yfxf

YX

−−

==

但是不服从正态分布显然

因此边缘分布均为正态分布的随机变量,其联合

分布不一定是二维正态分布.
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.d),()( 


−
= yyxfxfX

联合分布 边缘分布

.d),()( 
+

−
= xyxfyfY

四、小结

.dd),(),()(  −

+

−
==

y

Y yxyxfyFxF

.dd),(),()(  −

+

−
==

x

X xyyxfxFxF
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一、离散型随机变量的条件分布

二、连续型随机变量的条件分布

三、小结

第三节 条件分布
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问题

一、离散型随机变量的条件分布

.,

,

,,

他们都有自己的分布机变量

都是随和则记此人的体重和身高和用

分别从其中随机挑选一个人考虑一大群人

YXYX

.

,m6.1m5.1

分布

的在这个限制下求

到取值从

现在如果限制

X

Y
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.

,
}{

},{
}{      

,0}{,

,),(

的条件分布律条件下随机变量为在

则称若的

对于固定是二维离散型随机变量　设

XyY

p

p

yYP

yYxXP
yYxXP

yYPj

YX

j

j

ij

j

ji

ji

j

=

=
=

==
===

=

•

.

,
}{

},{
}{

,0}{ ,

的条件分布律条件下随机变量为在

则称若对于固定的

YxX

p

p

xXP

yYxXP
xXyYP

xXPi

i

i

ij

i

ji

ij

i

=

=
=

==
===

=

•

.,2,1, =ji其中

定义
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XY 3210

010.0020.0030.0840.0

002.0008.0010.0060.0

001.0004.0005.0010.02

1

0 900.0

080.0

020.0

013.0032.0045.0910.0 000.1}{ iXP =

}{ jYP =

:),(

.,

.2

,3.

,

具有分布律资料知

据积累的数目表示焊点焊接得不良的以目

数表示螺栓紧固得不良的以处焊点焊接

其二是只螺栓其一是紧固由机器人完成的

一辆汽车有两道工序是在一汽车工厂中

YX

Y

X

例1
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.,0)2(

;,1)1(

的条件分布律的条件下求在

的条件分布律的条件下求在

XY

YX

=

=

解

}1{

}0,1{
}10{

=

==
===

XP

YXP
XYP ,

045.0

030.0
=

}1{

}1,1{
}11{

=

==
===

XP

YXP
XYP ,

045.0

010.0
=

}1{

}2,1{
}12{

=

==
===

XP

YXP
XYP ,

045.0

005.0
=

由上述分布律的表格可得
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的条件分布律为的条件下即在 YX ,1=

kY =

}1{ == XkYP

210

9

1

9

2

9

6

的条件分布律为的条件下同理可得在 XY ,0=

kX =

}0{ == YkXP

3210

90

1

90

2

90

3

90

84

59



例2   一射手进行射击,击中目标的概率为p(0<p<1),

射击到击中目标两次为止.设以X 表示首次击中目
标所进行的射击次数, 以Y 表示总共进行的的射击
次数.试求 X 和 Y 的联合分布律及条件分布律.

解 有时取且取由题意知 ,nYmX

)1()1()1(},{ pppppnYmXP −−−=== 


个)2( −n
的联合分布律为和即得 YX

,},{
22 −=== n

qpnYmXP

.1,,2,1;,3,2,1 −==−= nmnpq 其中
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现在求条件分布律．

由于 


+=

====
1

},{}{
mn

nYmXPmXP 


+=

−=
1

22

mn

n
qp




+=

−=
1

22

mn

n
qp

q

qp
m

−
=

−

1

12

,
1−= m

pq

,,2,1 =m

−

=

====
1

1

},{}{
n

m

nYmXPnYP


−

=

−=
1

1

22
n

m

n
qp ,)1(

22 −−= n
qpn .,3,2 =n

},{ nYmXP == },{ mXnYP ==
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,,3,2 时所以当 =n

22

22

)1(
−

−

−
=

n

n

qpn

qp

}{

},{

nYP

nYmXP

=

==
=

,
1

1

−
=
n

,1,,2,1 时当 −= nm 

}{

},{

mXP

nYmXP

=

==
=

1

22

−

−

=
m

n

qp

qp
,

1−−= mn
pq

.,2,1 ++= mmn

}{ nYmXP ==

}{ mXnYP ==
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定义

二、连续型随机变量的条件分布

.
)(

),(
)(                     

,

)(

),(
,0)(,

).(),(),,(

),(

yf

yxf
yxf

X

yY
yf

yxf
yfy

yfYYXyxf

YX

Y

Y

Y

Y

YX
=

=

记为的条件概率密度的条件下

为在则称对于固定的

若的边缘概率密度为关于

的概率密度为设二维随机变量
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.d
)(

),(
}{)(

),(}{     

,,

d
)(

),(
d)(

x
yf

yxf
yYxXPyxF

yxFyYxXP

X

yYx
yf

yxf
xyxf

x

Y

YX

YX

x x

Y

YX



 

−

− −

===

=

==

即

或

记为的条件分布函数条件下

的为在称

的条件概率密度为的条件下同理定义在 YxX =

.d
)(

),(
}{)( y

xf

yxf
xXyYPxyF

y

X

XY  −
===
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答

.}{)(

,,

yYxXPyxF YX ==　　　　

即另一个随机变量的分布的条件下

机变量取某个确定值条件分布是指在一个随

?)( yxF
YX

件分布函数

的定义来直接定义条为什么不能用条件概率

请同学们思考

.,

).(}{

会出现分母为零用条件概率来定义时

故直接连续型时一定为零可能为零由于 yYP =
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.d])(),([d)()(  −−
==

x

Y

x

YXYX
xyfyxfxyxfyxF

.d])(),([d)()(  −−
==

y

X

y

XYXY
yxfyxfyxyfxyF

说明

联合分布、边缘分布、条件分布的关系如下

联合分布

条件分布函数与条件密度函数的关系

边缘分布

条件分布
联合分布
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).(

,1),(

.,0

,),(,
1

),(

),(

.,

22

yxf

yxYX

Gyx
Ayxf

YX

AG

YX
件概率密度

求条上服从均匀分布在圆域设

其它

具有概率密度维随机变量

若二其面积为是平面上的有界区域设

+









=

解 的概率密度为由题意知随机变量 ),( YX



 +

=
,,0

,1,π1
),(

22

其它

yx
yxf

例3
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又知边缘概率密度为




−
= xyxfyf

Y
d),()(







−−=

= 
−

−−

.,0

,11,1
π

2
d

π

1 2
1

1

2

2

其他

yyx
y

y

有时于是当 ,11 − y








−−−

−
=

−=

.,0

,11,
12

1

1)π2(

π1

)(

22

22

其他

yxy
yyyxf YX
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).(.

)1,(,)10(

,)1,0(

yfY

xYxxX

X

Y的概率密度求值

上随机地取在区间数时

当观察到上随机地取值在区间设数

=

解 具有概率密度由题意知 X



 

=
.,0

,10,1
)(

其它

x
xfX

),10(  xx对于任意给定的值 ,的条件下在 xX =

的条件概率密度为Y









−=

.,0

,10,
1

1

)(

其它

yx
xxyf XY

例4
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的联合概率密度为和因此 YX

)()(),( xfxyfyxf
XXY

=









−=

.,0

,10,
1

1

其它

yx
x

的边缘概率密度故得Y

xyxfyf
Y

d),()( 


−
=







−−=

−= 

.,0

,10),1ln(d
1

1

0

其它

y

yyx
x
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三、小结

.,2,1, =ji其中

,
}{

},{
}{

•

=
=

==
===

=

i

ij

i

ji

ij

i

p

p

xXP

yYxXP
xXyYP

YxX 的条件分布律为条件下随机变量在给定

,
}{

},{
}{

,

),2,1,(,),(.1

j

ij

j

ji

ji

j

ij

p

p

yYP

yYxXP
yYxXP

XyY

jipYX

•

=
=

==
===

=

=

的条件分布律为

条件下随机变量在给定为其联合分布律

是二维离散型随机变量设 
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.d])(),([

d)()(





−

−

=

=

x

Y

x

YXYX

xyfyxf

xyxfyxF

.d])(),([

d)()(





−

−

=

=

y

X

y

XYXY

yxfyxf

yxyfxyF

则有是二维连续型随机变量设 ,),(.2 YX
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一、随机变量的相互独立性

二、二维随机变量的推广

三、小结

第四节 相互独立的随机变量

73



.

),()(),(

},{}{},{

, .),(

 )(),(),(

的相互独立是和则称随机变量

即

有

若对于所有函数的分布函数及边缘分布

量分别是二维随机变及　　设

YX

yFxFyxF

yYPxXPyYxXP

yxYX

yFxFyxF

YX

YX

=

=

一、随机变量的相互独立性

1.定义
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 },{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP =====

相互独立和YX

2.说明

(1) 若离散型随机变量 ( X,Y )的联合分布律为

.,2,1,,},{ ==== jipjYiXP
ij

.jiij ppp •• =即
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 ).()(),( yfxfyxf YX=

则相互独立和 ,)3( YX

相互独立和YX

则有边缘概率密度分别为

的联合概率密度为设连续型随机变量

),(),(),,(

),()2(

yfxfyxf

YX

YX

.)()( 也相互独立和 YgXf
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),( YX

ij
p

)1,1( )2,1( )3,1( )1,2( )2,2( )3,2(

6

1

9

1

18

1

3

1
 

解 的分布律改写为将 ),( YX

例1 的分布律为已知 ),( YX

.,(2)

;)1(

的值与求相互独立与若

应满足的条件与求





YX

77



(1)由分布律的性质知 ,0,0   ,1
3

2
=++ 

.
3

1
0,0: =+  且应满足的条件是与故

X
Y

321

1

2

6

1

9

1

18

1

3

1
 

}{ ii xXPp ==•

3

1

 ++
3

1

}{
jj
yYPp ==

•

2

1
+

9

1
+

18

1  ++
3

2
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)3,2,1;2,1(, ===
••

jippp
jiij

特别有

2112 ••
= ppp 








+= 

9

1

3

1

9

1
,

9

2
=

又 ,
3

1
=+  .

9

1
=得

(2) 因为 X 与 Y 相互独立, 所以有
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.

),(,],[),,(

,

2

的联合概率密度

求上服从均匀分布在

服从并且相互独立和设随机变量

YXbbYσaN

XYX

−

;,e
π2

1
)(

2

2

2

)(

−=

−
−

x
σ

xf σ

ax

X又

)()(),( yfxfyxf YX =所以

解 由于X 与Y 相互独立,

例2
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





−

=

.,0

,,
2

1

)(

其他

byb
byfY

,e
π2

1

2

1
),(

2

2

2

)(

σ

ax

σb
yxf

−
−

=得

.0),(, = yxfby 时当

., bybx −−其中
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因为 X 与 Y  相互独立,解 所以

求随机变量 ( X, Y ) 的分布律.

例3    设两个独立的随机变量 X 与Y 的分布律为

X

X
P

31

7.03.0

Y

Y
P

42

4.06.0

.}{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP =====

}4{}1{}4,1{ ===== YPXPYXP 4.03.0 = ,12.0=

}2{}1{}2,1{ ===== YPXPYXP 6.03.0 = ,18.0=
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}2{}3{}2,3{ ===== YPXPYXP 6.07.0 = ,42.0=

}4{}3{}4,3{ ===== YPXPYXP 4.07.0 = .28.0=

的联合分布律为因此 ),( YX

Y
X 42

1

3

18.0 12.0

42.0 28.0
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例4 一负责人到达办公室的时间均匀分布在8~12

时,他的秘书到达办公室的时间均匀分布在7~9时,

设他们两人到达的时间相互独立, 求他们到达办

公室的时间相差不超过 5 分钟的概率.

解

,达办公室的时间

书到分别是负责人和他的秘和设 YX

的概率密度分别为和由假设 YX



 

=
,,0

,128,41
)(

其它

x
xfX



 

=
,,0

,97,21
)(

其它

x
yfY

,, 相互独立由于 YX 的概率密度为得 ),( YX
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)()(),( yfxfyxf
YX

=



 

=
.,0

,97,128,81

其它

yx

}121{ −YXP

=
G

yxyxf dd),(

).(
8

1
的面积G=

O x

y

•

8
•

12

7

9
A

B

B

CC 

G
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的面积的面积的面积而 CBAABCG −=
22

12

11

2

1

12

13

2

1








−








= .

6

1
=

于是 }121{ −YXP

)(
8

1
的面积G= .

48

1
=

.
48

1
5分钟的概率为不超过

到达办公室的时间相差因此负责人和他的秘书

O x

y

•

8
•

12

7

9
A

B

B

CC 

G
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.,,, 21 为任意实数其中 nxxx 

二、二维随机变量的推广

的分布函数维随机变量 ),,,( 21 nXXXn 

},,,,{),,,( 221121 nnn xXxXxXPxxxF = 

1.分布函数
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有实数

使对于任意若存在非负函数

n

n

xxx

xxxf

,,,

),,,,(

21

21





.

),,,(),,,(
2121

度函数

的概率密为则称
nn
XXXxxxf 

  − − −

−

=
n nx x x

nn

n

xxxxxxf

xxxF

1 1

,ddd),,,(

),,,(

2121

21





2.概率密度函数
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.

),,,( 121

分布函数

边缘的关于维随机变量称为 XXXXn n

.

 ),( ),,,( 2121

边缘分布函数

的关于维随机变量称为 XXXXXn n

其它依次类推.

),,,,()( 111
= xFxFX

),,,,,(),( 2121, 21
= xxFxxF XX

3.边缘分布函数
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边缘概率密度分别为

的关于关于则 ),(,),,,( 21121 XXXXXX n

.

)1(),,,( 21

率密度

维边缘概的同理可得 nkkXXX n 

,

),,,(),,,( 2121

密度

的概率是若 nn XXXxxxf 

,ddd),,,()( 322111 nnX xxxxxxfxf   
+

−

+

−

+

−
=

.ddd),,,(),( 432121, 21 nnXX xxxxxxfxxf   
+

−

+

−

+

−
=

4.边缘概率密度函数
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5. 相互独立性
有若对于所有的 nxxx ,,, 21 

.,,, 21 是相互独立的则称 nXXX 

有若对于所有的 nm yyyxxx ,,,,,,, 2121 

),()()(),,,( 2121 21 nXXXn xFxFxFxxxF
n

 =

),,,(),,,(                 

),,,,,,,(

212211

2121

nm

nm

yyyFxxxF

yyyxxxF





=

,),,,,,,,(),,

,(),,,,(,,

21212

12121

的分布函数和

依次为随机变量其中

nmn

m

YYYXXXYY

YXXXFFF





.),,(),,( 11 相互独立与则称随机变量 nm YYXX 
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.),

,,(),,,(,,

.),,2,1(),,2,1(,

),,,(),,,(

2121

2121

相互独立

和则是连续函数若

又相互独立和则立

相互独和设

n

m

ji

nm

Y

YYgXXXhgh

njYmX

YYYXXX









=

定理

6.重要结论
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三、小结

则有边缘概率密度分别为

的联合概率密度为设连续型随机变量

),(),(),,(

),(.2

yfxfyxf

YX

YX

 ).()(),( yfxfyxf YX=



}.{}{},{ jiji yYPxXPyYxXP =====

相互独立和YX

.)()(,.3 也相互独立和则相互独立和 YgXfYX

相互独立和YX

1. 若离散型随机变量 ( X,Y )的联合分布律为

.,2,1,,},{ ==== jipjYiXP
ij
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定  义

定 义
联  合  分  布  函  数

联 合 分
布 函 数

联  合  分  布  律

联 合 分 布 律
联  合  概  率  密  度

联 合 概 率 密 度

边   缘   分   布

边 缘 分 布

条   件   分   布

条 件 分 布

随  机  变  量的  相  互  独  立  性

随 机 变 量
的 相 互 独 立 性

定义

定
义

性质

性
质

二维随机变量

二

维

随

机

变

量

推  广

推 广

总结
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练习
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